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PREFACE 


La collection tp + [phi -plus); composes de 5 tomes 
sadresse aux eiudiants de premiere annee seiemifique et 
technique de I'enseignemem superieur et aux eleves ties 
an ness preparatories aux eoncours des erandes ecoles. 

Ghaque tome comports dune part unc progression 
d exercices resolus permettani la comprehension et 
1'assiinilauon du cours el d autre pan des exercises avec 
seulemem des re ponses et des suggestions en ui de 
developper chez letudiant 1'esprii de raisonnemem 
seiemifique et de le preparer k 1'examen, 

De plus, on trouvera dans les tomes 1, 3 es S des 
rappeles et complements mathematiques, suivis d'exeicices, 
simples et cu nereis, avec solutions, necessaires k la 
resolution du problems dc physique, 
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RAPPELS ET COMPLEMENTS 
MATHEMATIQUES 


9(1 


£u.'’t K cs rtsotns d'4harosiatiauf 


1 • SYSTEMES DE COORDONNEES 
I ' t • Coordonnees cartesiennes 

a) Definition 



Sniem ,rois “**.0*. °y « Oz don. l« vecteurs son, 
respeaivement i , j & £ 

les coordonnees cmdsiennes dun point M de lespace 
correspondent aux projections do vectcur CM sur | es tro.s 

Rem a rq ues 

Lorspue les vecteurs i . j el k on. le nreme 
module, lercpere est dil norme. 

2 ' fit " P Jus ’ les a *cs Ox. Oy el Oz som deux a deox 
perpend tculaires, le repere est dil onhonorme. 

3 °* yz esl un Irieti « onhononne direct, si la plus oe.it. 

rotation qui amine Ox snr Oy sc fai ftf"" 
tngonomitrique direct autour de Oz. 3 * S " ,S 

Sl i . j et k forme tine base : f = OM = xT + yj + Z ]T 

l» Courbesde coordonnees (figtire, I) 

Une courbe de coorrintm^ r\ . 


Rappels Cf complements marhcniatnjnes 
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* C.C de x : est la drnite (X) parallels a OX passant par M. 

* C.C de v : est la drnite (Y) parallile a OV passant par M, 

* C.C de z : est la drnite (Z\ parallel? a OZ passant par M. 


c) Rase locale 


Bile est formee de trois vecteurs unitaircs tangents aux 
trois eourbes de coordonnees. Les vecteurs soni or i elites 
dans le sens croissant de la variable associee. 

La base locale au point M est formde par les trois 
vecteurs unitaires (e K ,e y ,e z ), orthogonaux deux a deux. 

com me le montre la figure I. 


d) Element de volume 
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C'csi tin parallelepipeds dont chaquc cote correspond a 
la variation infinitesimale d une seulc coordonnee, comrne 
le montre la figure 2. 

dV = dx , dv . dz 

el Element de emplacement 

C'est un vecteur dont les composantes sont les cotes de 
I’eMmem de volume (figure 2l. 

dl = MM - dx f + dy j + (iz.k 

f) Element de surface 

Deux composantes du vectcur deplacement elemental re 


£ irn tees resolus d electroatmiQue 


i 

dS * = dy . d l (x = ele) ; surface nomiale a e t 

dS y = dx . dz (y = clel : surface nomiale a e, 

<1S, = dx . dy (z = cte) : surface normale a e 2 

g) Nolions sur Its integral es doubles 

Sun (C) one courbe fermee el fix, y) une fonction a deux 
variables (x. y) defime el continue a 1'imerieur de (Ci. 

Jfftt.ytdxdy designe une integrate double qu’on lit 

somme double de f(x, y, dx dy. ei endue au domaine limit* 
par le contour (C). 

RPr> a Ki' e ° nS , iC domame P ar d « pafalleles a ov, telle que 
' <>Ui °bienons aiosi des petiies bandes FOOT’ uu- 
nous decoupons ensui^ en petits rectangles par J es 
paralleled a Ox (voir figure 3). 

Soiem dx ei dy lex coles dun rectangle infmimem petit 
entouranl un point M (x, y) de surface eg ale it dx dy. 



rccLaLir" 1 ^ ! ^ Y \ d * d * CSI ' C pU>dm de la Efface du 

M (x y! V ^ Prend la fonClion au POiol 

Definition 

lendlT™ d T bk COnS,d ^ e esl ia fimile vers laquelle 
ec J.i t0Ui CCs P roduils loraque le n ombre des 

ZJSrfiXi de n r , 1 i ' flCUll d teux lend vers 

zltOi de maniere r reirmfir n-. ■ , 


Rappels et complements mathematiques 
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Comment calculer cette integrale double ? 

I 

On suppose d'abord que x et dx constants. La scute 
variable est alors y; et quand Jes elements de surface 
remplissent la petite hande PQQ’P\ y varie de y s 

(ordonnee de P) k y 2 (ordonnee de Ql On obtient ainsi la 
somme: 

£f(x.y)dx dy ~ dx [^ftx.yldy] (car dx est constant). 

Et par definition une integrate simple : 

r- 

y f tx, y) dx dy = dx J f (x. y) dy 

X j 

Remarquons que et y 2 sont des fonctions de dx de 

*y 

sons que Ttmeerale ftx t v)dy est die - rneme une 

J y i 

fonction de x 1 soit <p (x), On peut done mettre la somme 
Y f(x. y) dy sous la forme <p ix) dx. 

II ne nous reste plus qu a balaver le domaine avec des 
bandes analogues a PPQQ\ en faisant vaner x cm re a 
(abscisse de A) et b (abscisse de B). Cette somme 

r b 

dx est encore une integrate simple soil J q>(x> dx . 

3 


Eli remplagant <p(x) par sa valeur, on obtient fin ale me nt 


I expression de f integrale double : 



fix, y) dy 


On voit done que Ton doit calculer d'abord f integrale 
ecme a droite, puis inlcgrer ensuiie par rapport a x. 
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E\et cites. rcsotus d'^Iecfrosra t r que 


I - 2. Coordonnees cylindriques 

a) Definition 



La position du poim M est delerminde a ( aide des 
variables p. 6 el z. p, B et z s appclient les coordonnees 
cylindriques tie M. 

i P = M. p£0 

M | e = rc*'dH). o<e<27> 

Z = HM , - « < Z < + oe 

b) Cwurbes dr coordnnnees (figure 4) 

* Courbe de p ; c es( Id demi-droite (A) passant par M et 
d’origme R. 

* Courbe de 0 : c est Ic cencie (C) horizontal, de rayon p 
ayant le point R coniine centre et passant par M. 

* ( ourbe de z : c est la droiie (Zj passanl par H ei M, 

c) Hast locale (figure 4) 

La base locale en M est : fep .e 0 t e 2 ) 

e p est port£ par la demi-droite (A) el dirige sujvant les p 
croissants. 

e fl esi tangent an cercle (C) sujvant les 0 croissants. 

c z est suivani ia droite HM, dans le sens des z 
croissants. 


Rappels et compt£mcni& moihemattqiien 


dl Relations entre les coordonnees eartesiennes et 
cylindriques 

{—$ ? 

X - pcosH ; p = \ x + y*' 

y = p sin 0 : O = tuc tg - 

X 

Z - 2 l 7-7 

e) Element de volume 



dV = p dp cl0 dz 

fl Element de dt place merit (figure 5 1 

dl - MM 1 = dpe p + pd0e e + dzc ? 

gl Element de surface 


dS^ = pd0 cL? 

~ c t ) 

: surface norma) e a 


dSfj - dp dz 

(B = c le ) 

: surface norma Ic a 


dS 7 - p tip d0 

iz - C te l 

: surface normale a 
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Exercices tesolus dWectrostaiique 


I • 3. Coordonnees spheriques 

a) Definition 



La posiiion dti point M est determines d i 'aide ties 
variable r G et tp. 

r, G ei tp s'appellem ies coordonnees spheriques ik M. 
r r = OM , r > 0 

M | e = (CSTohi . 0 < ft < 2it 

^ ip = (Oe, OM) ,, 0<q><Ji 

t>) t ourbes tie coordonnees (figure 6) 

* Courbe de r ; c’est 9a demi - droite (R) d’origine 0 el 
passant par M 

* Courbe de B : c'est ie cercle (C) horizontal de centre R 
passant par M el de rayon r sin tp 

* Courbe de tp : c’est le demi - cercle (C T ) vertical de 
centre O passant par M et de rayon r. 

c) Base locale (figure 6) 

La base locale en M est : ( e r * e g, e * ) 

e r esi radial suivant Ies r croissants. 

est tangent au cercle horizontal (Cj suivant Ies 0 
eroisanis. 

e ^ est tangent au demi - cercle vertical (C'J suivant les 


Rappels el comptemenis, mathemaliques 
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dl Relations entre Ies coordonnees curlesiennes et 

1 t 

spheriques. 

j ~' 2 2 ^2 

x =6 r sin tp cos 8 ; r = y x " + y + z 


y = r sintpsinG ; 


tp = arc lg 


V * 2 


+ y 


z ™ r cos tp ; 


G = arc i£i — 
x 


el Element de volume 
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OH esi la projection de r sur le plan oxy : p = r sin tp. 

dV - r antpdrdB dtp 
f) Element de deplaeemenl (figure 7) 
dl - MM' = dr e r + r anipdB e w + r dtp 
gl Element de surface 

'i 

dS f = r^sinipdOdip (r - cte) ; surface normal e b e j-. 

dS^ - r dr dip (8 = cte ) : surface norma le a e^. 

dS^ - r sin tp dr d0 (ip = cte) : surface nonnale a 


JR 


fiMtctccs resot it t d'eicctrostiJiujue 


II - CHAMPS SCALAIRES ET CHAMPS 
VECTORIELS 

11-1. Definitions 

a) Champ scalaire 

Un champ scalaire esi une lonction de plusieurs variables 
qm, a cliaque point M de Lespaee fair correspondre tin 
scalaire f(M) = f {x, y, z). 

Exemple : la tempera in re. 

b) Surface de niveau uu equipment telle 

Une surface de niveau esi une surface cut la fonction 
scalaire a la meme valeur 

c) Champ vectorial 

t n champ ve clone I est une fonction vecl oriel le de 
plusieurs variables qui a chaque point M de l espace fail 

correspondre un vecteur VfM) 

V(M) = k j + y j + zk 

Exemple : la vitesse des points d un corps anime d un 
mouverrcent de rotation. 

d) Lipne de champ ou Jigne de force 

Une ligne de champ esi une courbe telle quen roul poim 
le champ vecioriel lui est tangent 

e) Tube de champ 

C est un ensemble de ligites de champ. 


Rappefs d complements mathemaiiqucs 
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II - 2. Operateur Nabla v 

a) Definition 

— \ 

d 

dy 

r) 

dzj 

C'est T’expresion de V eti coordonn^es cartisiennes, 

b) Application 

On pent appliquer l operaieur V soil it un scalaire suit a 
un vecteur. 

* scalaire : V r f= tpad f, appelf gradieni de L cesi un 
vecteur. 

— 

* vecteur ; V . V = div V, appele divergence de V , 

c'est un scalaire, 

— + — * * 

V a V — rot V , appele rotaticmnel de 

V , c’est un vecteur. 

II - 3. Gradient 
a) Definition 

Le gradient d'une fonction scalaire f esi tin vecteur qui 
relie la variation df a L element de replacement d! le long 
duquel f subil cettc variation, 

df = g rad f. d\ 

hi Signification physique ^ETl^JP 
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r^x cly dz 


20 


Lxernres rexotun 


momre la direction avec laquelle le champ f croit le plus 
rapi dement, 

c) Expressions 

voir tableau ] (page 22} 

II - 4. Divergence 

a! Flux (Tun champ vectoriel 


Le flux d un champ vectoriel V a travers une surface 
quelconque S esi : (V ,i - Jff.V-8 

dS est un vecieur normal a la surface S, 

bi Definition 

Soil Line surface S fermee entouram un point M. 5 limiie 
k volume v. La dix ? \ r au point M est definie par ; 


div V 


lim 
v — > 0 



„ d> s (V) 

lim — L 

v 

v "> 0 


c) Signification physique 

La fonciion divergence exprime la presence de sources 
qui creent le champ vectoriel consider^ 

Exemple ; Les charges elecmques sent ies sources du 
champ dlectrique E 

d) Expressions 

Voir tableau 1 (page 22} 

II - 5. Rotationnel 

a l Circulation d’un champ vectoriel 

Soil V un champ vectoriel et (C) une courbe 
queiconque, La circulation de V le lontz dc (Cl est ; 


ft appeh et complements niafh^maiiques 
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(V) = JV.dl ; dl : element de ddplacemenl sm C 

^ j c 

hi Definition 

Soil une courbe (C) fermee emourani un point M. (C) 
limite la surface S, La compos ante nor male du vecieur 

roi V a la surface S au point M est : 


fv dV 

(r o t V) n - lim L ^ 

S -> 0 


Inn 

S- P 


< ( V i 


s 


cl Signification physique 

La fonciion roiationnelle ex prime la presence de 
lourbillons qm client le champ vectoriel considers. 

Exemple ; les con ranis electriques sons des uiufbillons du 

champ magnet ique B 

di Expressions 
Voir tableau I (page 22). 


^ETIMJP 
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rot (grad U) = 0 

div (rot A) - 0 

roi 

. 

U A = grad U a A + U rol A 

div 

( 

U A = A grad U + U div A 

rot 

(rol A) - grad div A - A A 

div 

(A a B) = B rot A - A rot B 


TABLEAU 2 
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t if races ty solus ri‘eIectrostaiitfue 


ENONCES DES EXERC1CES 


r E ] I 

' — - — 1 Soil un segment AB P M m point quelconque de ce 
segment. 

a - Determiner les coordonnees du point M sacham que 

MA = k MB, avee k un nombre red different de I. 

b - En deduire les coordonnees du point I, milieu de AB. 



Soiem 


deux 


el B ix 2 , y 2 , z 2 i 


poinis duns 1’espace. AtXj y ( .Zji 


u *■ Determiner les coordonnees du vecteur AB . 
b - Calculer la distance AB. 


E 3 


Quelle esi la condition necessaire et suffisante 
d'alignement de irois points : Mj (x h y t ) , M 2 (x 2+ y 2 ) el 

(*3> y ^ ? 


E 4 


Representer la surface defmie par ; 
z = c t a < x < a + 2 et b < y < b + 3. 

(a, b> c des cons tan tes positives). Calculer son aire. 


f E 5 I 

* I On detmif les coordonnees polaires comnte un cas 
particular des coordonnees cylindriques avec i - 0- Le 

vecteur V s’exprime dans la base locale 
te p , e^) : V = V p e p + e e 

I ) Exprimer e„ ei c a en fonclion de i’ et T. 


Rappels ef campUmems miVlh^tiariqucs tEnonces 
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2) Ecrire V en fonclion de i ct j , 


1 ^ ^ I ReprCsenter la surface defmie par : 
p ~ R et 0 < z < h< 


Calculer son aire. 


^ ' ' Represemer la surface defmie par : 0 - - .6 


coordonnee cy 1 1 ndriq ue 


E 8 


Danner repression de e r , e^ete^ en foneiion J 


i . j et k . 


EH 


Re presenter la surface defmie par : 


71 

y> =- ei 0<r < a, 

4 


Calculer son aire. 


E 10 


Representer la surface dffinie par 


Calculer son aire. 


r = a. 


E ll 


Calculer 


V . V 


E 12 


Demonlrer les relations suivantes : 
grad (f + g) = grad f + grad g 
grad (f t g) - f grad g + g grad f 


*ETIMJP 
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Exrn ircf resoitu d'&eetrostaiique 


E ^ 1 - Soil un champ scalaire Uir) ne dependant que de 
r. on dit qu'il est a symctrique spherique- Monirer que son 
gradient est radial. 


2 - Calculer 


grad r , grad - * k une constarue. 


■+ 3 — * 

Calculer le flux de E = - i ia - constante) a 

P 

travels utie surface cytiudrique d'axe Oz, de rayon R el de 
hauteur h. 


E 14 


E 15 


Calculer le flux d un champ de vecteur 


V uni forme 


a iravers un disque de rayon R. V fait un angle a avec la 
norm ale au disque. 



Calculer la divergence du champ 
si r ^ 0 


a v * 
-T e r 

r" 

[> 


si r — 0 


E defini par : 


a est une constante, v est un volume quelconque limits 
par une surface S . rest une coordonnee spherique. 


E 17 


1 - Calculer le rotationnel du champ E definie par : 


E 




si r * 0 

si r = 0 


k est une constante el r une coordonnee spherique. 
2 - En deduire la circulation de E . 


ftappuh c r complements matMmatittuea t Emmets 
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|~E I S | rale tiler la circulation : j 4xydx X dy 

suivant la branche de parabole dont I axe de sy me trie es! 
Paxc Oy, dont les extremites out pour coordonnees 0(0.0 1 et 

A(2 M 

[e J ^1 Les champs suivants sont * ils ciees par des sources 
on par des tpurbillons ? 

• -* _ ^ .. i-* 

E 1 s axi f E 2 = axj. E^ = r"E f , 

E 4 = reg. E ? = srad (Uigp ) 

r : coordonnee spherique 
p : coordonnee cyhndrique, 


E 20 


Quelle esi la condition pour que le champ vecioricl 




(I LH L ] m 


d un poientiel U. q 


le champ veciotiel 
Eon determincra. 


-4 y ■* + 

E - e r derive 

r 


E Quel est E angle soiide U sous Jequel on voil un 
disque, de centre Q et de rayon R< deputs un point M de 
son axe 7 avec a = GM, 


E 23 g uc ] est 3 angle soiide £2" sous lequel on voil, depute 
ic point M. la calottie spherique qui s’appuit sur le disque 
de I’exercicc 22. et cemree au point M, 
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Exeriices re solus d'tlecvosmuquc 


SOLUTIONS I)ES EXERCICES 


1 - Systemes de coordonnees 


s i 


a) 



MA = 1; MB 


MO + OA = k (MO+OB) 

OM<k - 1) = kQB - OA 

(xT + yj)(k - I)= k (x,i + y,j) - lx,i + yj) 

— 9 

= <kx 2 ' x i>' ■ fcy 2 -ypj 


d’ou 


X = 


kx r x, 

Y^T 


et > = 


k > 2 - y i 
k - 1 


h) I milieu tie AR, done LA — -B et k — -1 , on en 
dethm 


x i = 


Xj + Xt > r l +> r 2 

——7 r * yr—*— 




Baowb a camptfmtBU maiMi Miiiguei < Solution* ; 

[s 2~j OA =X|T + y,j * j‘^ 

OB = xd + y 2 j + 

AB =AO + OB =(x 2 -k,)T +(>' ; -y,)j + fc2' z i^ 

bi ab = V (x, - * j)‘ + iy 2 * y ])' + z 1 1 


S 3 


Pour que ces trois points soient aligns, il i« u[ c 1 lls 
|es vecteurs non nuls M ,M, a soient eoliniwns. 


V 1 = M,M 1 =lx 2 -x 1 )i +t,v : -y,ij 


V 1 = M|Mj = «,'Xpi + l>V>YJ 


V, et V, colineaires, si il exists >.. A * 0 tel que 


V,=aY 2 

done x 2 - Xj = k 1 x 3 - X] l el i> j - \ ] i - / . u , ; ) 

* - - x ] y 2 - y t 


doii 


X - 


K 3 -Xj 


yyy\ 

La condition cTalignement csi done . 

* x,)(y 3 - y t )^ (x 3 - -)']> 




30 


Exe races resofus deiearostatiquc 


La surface esi un parallel ogramnie de coles dx el dy, se 
irouvani dans le plan parallel? a Oxy, a la cole ? = c. 

dS z = dx , dy 




dy 


S 7 - 6 unite d’aire 




Cp = cos 0 i + sin 0 j 


e e = - sin 0 i + cos 0 j 


de p 

d(T 


Les formulas inverses sont : 
i = cos 0 e - sin 0 

j - sin 0 e p 4- cos 0 

2) Dans la base (i , j) : V = V i + V f 

x y J 


Dans la base fe p . : V = V p e p + V 0 e H 

V p ; composante radiaie, 

V 0 : composante othoradiale. 


Rappels ef complements mathemaiigucs I Sahtiims 


3! 


v = v p e p + v n e f) 


= V (cosfl i + sin 0 j) + V e (-sin0 i + cos0 j) 

= {V p cos0 - V 0 sinO ) i + (V p stn0 + V fl cos0 ) j 
d"oii : 

V x - V p cosG - sinB el V = V sinB + V 0 cos0 


7 



Pip i! re ] I 

C’est !a surface Eaieralc du cylindre. 




.com 
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Extracts rexoius d'elearmtimque 


cm 



ciS b = dp t dz ;■ c"est le plan axial. 


S S 

L- 1 En caordonnSes cariesiennes, raiment de 

deplace me nt est : d7 = dx i + dyj + dzk 
x = r sin ip cos 9 + 

dx =■ sin ip cos 9 dr + r cos ip cos 0 dip - r si ti ip sin 9 d9 
V = r sin p sin fl + 

dy = sin p sin 6 dr + r cos p sin 0 dip + r sin tp cos 0 d0 
x - r cos ip , dz = cos p dr - r sin 0 dp 

d 1 ™ (sin p cos 0 i + sin p sin 0 j + cos p k ) dr 

+ ir cosp cos©! + r sin 0 cosp J - r an p k ) dp 

+ Franp anG i + r anp oos0 j) d0 

= lir e r + rsin p d0e e + rdp e^ 

On Lire alors 

e r = sin p cos0 i + an p an 0 J + oosp k 

+ — r 
= - sin 6 i + oos 0 j 

* _ -* ^ 

- o rep cos 0i+ an 0 eosp j - an p k 


Rappels et rcrmptemffiTS nuahenmuaues Solutions 
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[ n ] 



La surface est un cone 


dS^ - r sin p dr d© tp = etc i 



Figure 14 


La surface esi la zone spherique. Uue sphere de ra 


ac 


Ati A; 


^ r\ Q \ 


“4ETIMJP 
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Exercices risolus d'clcctrosiauquc 


S r = a* "sin <p d<o ^ 


2a 


(19 


S r - 4na’ 
r 


$ W \ Avec y _ A. 7 +. JL j + JL fc d'ou 


Ax Ay 3 z 
2 2 2 

t- r? 3 3 3 ^ A 

V V = + + — - = V = A 

Ax' 9 y~ 3 z 

A est un nouvel operatcur appele Ic Laplacien, 

II - Champs scalaires et champs vectoriels 


S 12 


— Aff + g ! -? 3(F + g)~r 3(F + g) r* 

uiad (T + gl = i + — — — J + — — w 

Ax 3 y 3 z 

= grad f + gtad g 

— , 3ffg)^ , d$g)-r 3ffg)^ 

pad (F * g) i + i + *- 

3 x Ay Az 

= f pad g + g god f 


5 13 


I - En coordonnfes sphdnques ; 

A = grad U = A r e r + A 0 e e + 

dl T — - dU ’ 

A e = A-0 :A r = w etaad U= T «V 


il csi done radial, 

2 - grad r = e r el grad ~ ~ e r 

r~ 


Rappels cl ct*ntplcmrnts nuithefnafujut"; ‘ Solution .1 
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[EH] 



* = JJ s EdS 

Le flux est lincaire par rappoii a S, done : 

* = fJ Si gd SJ 4 fl S] Edr i 4 JJs, tdS “ 

EidS, : E.dS, = 0 i ^ = [f fas' 

E J-dSj ; E.dS; = 0 s ' 

fli = j j 1 7 p d 0 dz e p = a } (t cos 6 d 0 dz = 0 


S 15 
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Exereices risotus dWectrosiatique 


dS 


O JJ V dS - jj V u . dS . n = V JJ cos a 

s V f f cos a dS = V cos a [ dO j p dp 

2 

O = ic R“Voosa 


S 16 


• ] er cas : r * 0 


E(rj est derivable, done en coordonnees spheriques ; 

5 

dr 


if) 1 ' t 

div E s — v tr E » ; ions les autres terrnes soni nuls, 

T ii r « 


Or e - — s* div E = 0, le champ est a flax conservaiif* 
r ^ 

r" 

* 2* cas : r - 0 

E* i r jn'esi pas derivable, on a dans ce cas 

* S (E> 


/ E dS- 

divE = -i i 


hm 




v-)tl T v -* 0 

On prend comine surface S* la surface d'une sphere 
infinites iniaie de rayon z, 

®s< a > - JJ. e as = JJ s s; ; r . <is 

.“ffs. 


a v '" 5 

— . 4 it £" = 4n av 
£ 


div E = hm 

v — * 0 


»»<*> = lim div E = 4rt 

V 


v 0 


Le champ E esi done crce par des sources qui se 
trouvent au point O. 


S 17 


* l tr cas : r * 0 


i * . i_ i i r f i 


Ranpeis e 1 compiimtnts maiheamiutHts ■ Soiunons 
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J E d T 

(rot E) n - hm c 


S 


C : e'est title courbe fermee qui iimite S 

On prend coirmie courbe (Cf un cercle infinitesimal de 

rayon £, 

En coordonnees polaires. 

d 7 = £ de e e , d'ou E . d I = 0 ct rot E = () 

2 - D upres le theoreme de Stokes : 

JJ roil E dS = J E. dT = 0 car roi E’ = 0 V S. 

| E. dT = 0 

J c 


S 18 



♦ ► * 


La parabole d equation : 

't I 


y = a x ; a 


y=!L; dy = |dx 


L <? 


OA 


.J 


OA 


4xy dx - x " dy 


i-r* 

* n 


4x * V dx - x " * dx 
4 2 


f 1 

= f“!L 

J* 7 


i , 3 

X — dx soil 
(i - 


# _ T 

OA 
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S 19 


div E iwi point M est ; 


= D : il n 1 y a pas de source de E era M, 

> 0 : il y a des sources positives de E en M. 
< 0 ; il y a ties sources negatives de E en M 


rot E an point M est : 


= 0 ; il n y a pas de lourbillons de E en M. 
* 0 : il y a des lourbillons de E en M. 


• E | = ax i - E| s i 
d’apres les formulas du tableau 1 on a 
— BE, 

div E | = — = a 

1 B x 


le champ E] est cre£ par des sources, 

rot E ] = 0 : Je champ E| n est pas cree par des 

ton rbj lions, 

•H 2 = axj =E 3y j 

div r E 2 = 0 : il n'y a pas de sources, 
rot E t - a k : il y a des lourbillons. 


g 3=f : c>E Jr S, 
div = 4 r 
mt En = 0 


^4 re fl“^40 m 

div E 4 = 0 
rot E 4 = 


I - 


- E s - grad (Log p I = - e 0 


(voir tableau l) 


T u 


Rgppch ct complements nutihctntiftqucs ■ Solutions 
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djvE 5 = Q 

il n’y a ni sources ni lourbillons, 

rot E 5 = () 



div E - div (a A b)- brota- a rotb (voir tableau 2) 

Pour que E soil cree par des sources (tin E * 0) , il faut 
que I’un des champs taou b) soil cree par des lourbillons. 


S 21 


La condition pour que E derive d un polemic 


sealaire est : rot E = 0 


=; a ■* 

E® ^ 


rot E = 0 (le rotationnel d un champ radial esi toujours 
uul). E derive du potentiel scalaire U, E = grad l . 


E=^!e - dVxi dU = - dr Ct U = + c 

r dr i 7 r 


a 

r r" 

La constante sera deierminee par des conditions aux 

I unites, 

Remarque : Si E est un champ electrique. on a 
E = - grad U , car le pzd U est orient* dans Le sens 
croissant de l): E dans le sens decrnissanl du potentiel U. 

II s'ensuil que ll = - + c 
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Extracts tfjoiw d'efccirasuiugue 


III- ANGLE SOUDE 


S 22 



ii : vecteur umtaire du raven vecicur Mp 
n : vecieur uniiaire normal a dS. 
f jo _ dS . u _ dScostp 
MR" I ' 


ds est i 'element de surface dans les coordonnees 
polaires. 


jq a pdpdQ, oosq> 


r 


; arc (p = t ; f 2 = iT + ; CF = p 


dQ = p dp 


"> 7 

i*‘ + p ) 


3 / 2 


n = a|""ie J _ Mp 

J 0 J Q 


V 

, 2 2 S 2 

U + p ) 


ei finaleniem : 


Rnpjieis Cf rompi^mftus mutiiematiefues Solutions 


4 ] 
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dS = R‘ " sin d 9 dep 

-> f <P m f T 

S T = R‘ “ j sin<p dip J d8 = 2jt R 1 1 - cos<p ni * 

d o il : 

Q ' = ^ 0 ' ; «*»» = jT = - ■ 2 - ; 

\ + R~ 

On obtient done ; 

£1’ = 2rc (I - 8 -. - 1 

Y^ + R _ 

On remarque que : 

Q =£2’ 


^ETIMJP 

.com 


J- 


i 



I 


I 


ELCTROSTATIQUE 


.com 


EQUATION DE LAPLACE 



ELECTROSTATIQUE 


Lai dc Cctufomh ft Champs 4lectrp$taattqtu > ‘ (-.th'ftu rs 


AS 


ENONCES l>ES EXERC1CES 


I. LOI DE COULOMB 


E 24 


En un point A stir Laxe Ox se trouve Line charge 2q, 
En un point B la charge - q. Determiner la position de la 
charge +q oii ia force exercee sur ehc par les deux autres 
charges e it nolle. 


IL CHAMP ELECTROSTATIQUE 

1L 1) SYSTEMS DE CHARGES PONCTUELLES 


E 25 


Deux charges ponctudies -^q et +q soni placets en 
deux points A et B de I’axe Ox. 

(OA = +a , OB - - ai. Trouver le champ E en tout point 

de l axe des y. 


E 26 


Soieiu trots points alignes tel que AB = BC. La 
charge + nq est places en A, en B la charge - mq; n el m des 
emiers posilifs et m > n. Comparer le champ en C au champ 
se trouvant an milieu de AB. 

It. 2) DISTRIBUTION DE CHARGES : METHODE 
DIRECTE 


E 27 


Un segment AB est uni forme ment charge avec la 

density X > 0. 

1> Calculer le champ E tree par le segment en un point 

M de son plan mediaieur, ^ETIMJP 

.com 
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2) Que devienr E si la longueur devicnt infinie ? 


E 28 


Un segment AR tie longueur 21 esl charge avec la 
density A > 0. Le segment est place scion I’axe Ox; I'axe 
Oy ne passe pas par son milieu. 

I ) Calender le champ electrostatique au point M sur Taxe 

Oy. 

2) En deduire le champ lorsque le point M est sur 1'axe 
de sy metric du segment. 


E 29 


Deux demi - drones distanles de 2d comme le 
montre la figure 20* sonr chargees avec la densite X > 0. 
Determiner le champ en un point M du plan mediateur du 
segment AR, 


A 


2d | I. 

B 


Figure 20 


M 


E 30 


Un disque de centre O et de rayon R est 
umformement charge avec une densite surfacique a 
positive. 

I I Calculer le champ eleetrostatique cree par cette 
distribution en un point M de Faxe du disque (DM = z). 

2} I racer la courbe Etzi cl en deduire le champ au centre 
O du disque, 

3) Rctmuver le champ cree par un plan illimile 
uni forme in ci it charge en tout point de I'espace. 


E 31 


On considere un plan infmi charge avec la denstte 


Lftr de Coulomb et Champ elcctrasiatufuc ■ Soimwns 


47 


SOLUTIONS DES EXERCICES 


S 24 


F Af 3 I J F &d 

M — * — * — i r* 


Af2q) C F A r Ubc bt-q 11 Fbe £ 

*4 > * >> 4 * < V 


U*n U 

* 


U, 


Figure 2] 


r * 

r 


Lc pnneipe dc superposition : 

F. £ J-Sis 


i = 1 


4 rtf 


to 


n 


F : la force exeicee par les charges q, sur q 0 . 

: ]e vecteur uniiairc dirige de q t vers q (J . 

Si on . place la charge +q en C, la force F = F at + F bC ne 

% 

■+ -P- 

sera jamais nulle car F*r ci F*r sonl de meme sens 
comme le montre la figure 21. 

La charge q en E : F = F*e + F re 




1 2q q 


u AE 


f 3 — — T 

AE 4lt£ r> 2 


S u n F 

B t- a wp. «i Wr 

4TC£ 0 (X - d)~ 


F - 


4rct, 


l 


x “ |x * dp 


n _ 

F liE “ Tire 


I 


0 lx ■ dV 


^ETIMJP 
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Ex&ricrs resofu j d"f 


F = 5 done ; — - — 1— = 0 
2 , 2 
X" *|x -d)" 

sou : 

x 2 - 4xd + 2d 2 = 0 
Les solutions soru ; 
x j = d (2 + fZ) et x 2 = d|2- 


*2 ~ nest pas une solution physique, car la 

charge +q va se irouver e litre A et B ou la force ne sera 
jamais nulle. 


La solution est : 
S 25 



y l 



\ 


Figure 22 



l] t est tou jours dirige de la charge vers le point M. 
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I +q 

, U B 


4?ie 2 



4 tie. 


3 

r 


4 


E = E A + Ejj 

* Les composantes 
on a : 



E A* =E A cosa e , g f E B*= E B“> s0 

E Ay = ’ E A sme U l ^b.v ~ E B sin 9 


On obtient : 


{ 


E x= ( E A +E li) C0se “ 




4ne u r 


E > = 1 E A‘ E Bl sirl 0 = • 
Le module 


4ir £ r 
o 


COS b 


sin 9 


|f|= Ve 2 + E 2 =- _S— Y9cos 2 0 +sin 2 e 
4 nr p r 2 

S26 


E 


M 


- 16 (m + n ) ^ 
im - n 


C 


S 27 


1 } 
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Extracts rfaolus deiecironauqut 


Cherehons le champ dE' crec par I'element dl tiu segment 
AB. 

jg' _ dq _ X d\ = A^dx 

4jt e (PM ) 2 4n E ffl (PM) 3 4it E n (PM)" 


or 


dE = dE' cos E* = 


X dx 


cos a 


4rr (PM) 


d autre part 


le a = — , dx = — - — da 

c *) 

cos' a 


et 


cos a - 


PM 


On ohneni done 


r. 


e X 

E - T dE= -A 
b 4rte, 


C * G 

[ COS 

r J-q 


a da 


fin element 

r X sin 0 

e -S^7 

2) Pour une ligne infinie; on a : 

" = £ d’oft E = 2nl n F 


S 28 


1) 



Lf» de Coulomb ei Champ eiectr oxtongue Solutions n 


51 


La charge elementaire dq = X dl en un point P cree cti un 
point M un champ electriquc : 

X d\ X dx 


dE = 


Par ailleurs 


4j[f„|PM) 2 4 jie o (PM ) 2 


pm 


lg 0 = — , dx = - r — <10 el cos 0 = ^ ; 

c r T 

cos" 0 

Le champ electrique pent encErre s'ecrire ; 

dE-i* 


*V 


Les compE3sanies du vectcur champ som : 

f dE s - - dE. sin 6 
^ \ dE v = dEcos 0 


.com 


<f ou 

E x = -j dE sin 0 = - 


4 7T 


x r«i. 

Sl 

t’ r 


sin 0 d0 


— - — [cos 0 T - cos 0 J 
4 tc e„ r L 1 ^ 


E u = I dE cos 0 ~ — — 

v i 4 tc £ 


-J 9 

r 


COS 0 d0 


4K£ 0 tI 


sin 0 , - sin 0 J 


Le module du champ cst : 

X 


E = V E^ + E* = ,— V2^2cos|0,-0J 
* > 4jte 0 t * 

2 ) si M ap part lent a Paxe de symetrie, alors on a : 
0 , = - 0. et r expression du champ E est ; 


E = 


2 jie 0 t 


sin 0 ou E = 




2rtE p r\ r + i 


S 29 


Si le segment AB frail charge avec la meme 


52 


Exercices rtsotus dVlecvostarigut 


X sin 0 

density X> (Ml crferaitun champ E AB " 2nT^ * 


at oit 


aura it alors un fil infini donl le champ mail : 


E„* 

2nE 0 r 

Le champ crei par 1’ ensemble des deux demi - drones 
correspond done 1 1'tM du fil mfmi auquel on enleve le. 
memes charges du segment AB. On alors . 

E(M| = E„ - E aB 

Les deux champs ont meme sens, et E |M| = E„- E AB 
Dou 

‘'-SiV '-ZC 


S 3 EI 


t) 
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chaque cote du disque. 

La charge dq = g dS produii un champ : dE 


cnLS 




Le champ elecirique est normal au disque; on a ■ E E^k 
Par projection sur Taxe 02 : 


F = H dE cos a 
i JJ disque 


E= ff ^_cosa=^Jj 

^ Z J J 2 4 Jt F tt ^ ^ disque 


4 it E o r 


p dp d0 i 
~^2 ' r 


or 


i I 

r = \ z" + p" 


oo a : 


ih 

E = , 

z 4rc €... J ci 


* k , A r - JL 

P d P [ de 

o J(1 l I - S 2l 3 6 

h 1 ' + p'j 


o z 

ri 

2 e , 

[z| 

o 



Vz 2 + R J 


soil 


E z = 


a 


2=, 

a 

5e. 


1 . _ 


fj 7 

\z~ + R“ 




> 2 t'i 2 

Vz + R 


pour z > O 
pour z < 0 


^ETIMJP 
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Exerctees rights d'flectrastatitfut 


2 ) 



champ E est discominu a travers une surface chargee. 
Pour z - 0 : 


E f 0 1 = e(z- o1+e(z = 0') _ g 

E (0) = 0 

* 

O est un centre de symitric, le champ y est nul. 

3 > 11 suffit de Taire tendre vers I’infini le rayon R du 
disque charge. 


E (plan infini) = lim 
R-j« 


E {disque) = ± k 
2 e 


Lot de Coulomb ei Champ clecirostatique ■' SaiuiiaM 
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E A 



>■ i 



Fipur? 27 


Le champ est uniforme de diaque cole du plan, mats 3c 
sens esr oppose de part el d’ autre du plan. 

S 31, 


E - 


G 7 


4 2 7 


2 f„Vz‘ + R 


r 


^ETIMJP 
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Extracts resoius d tlectrosuiriguc 


m. THEOREME DE GAUSS 


E NONCES DBS EXERC1CES J 


* Methods d 'etude pour 1’emploi du theoreme de Gauss, 

1 ) On etudie les symetries du problems et on determine 
la direction du vecteur E an point M, 

2) On choisil une surface de Gauss passant par M. On 
prend une equipotemielle on un tube dc champ, cutlers ou 
hrmtes et femies par des sections drones. 

3) On calcule ie flux electrique, 

Le theoreme tie Gauss n f est applicable que si ie 
system e presente une symetrie pariaite. 


E 32 


Soir une sphere de centre O et de rayon R, chargee 
avec une densite volumique constante p > 0. Trouver Je 

champ E en tout point M de I'espace 


E 33 


a) L'espace emre deux spheres concentriques de 
centre O et de rayon Rj el R 2 (Rj < R 2 ) P est charge avec une 

density volumique de charge p positive et constante. 
Determiner le champ £Jecmmatique en tout point M de 
respace. 

b) Que devient ce champ si la density de charge n est plus 


constante, p 


= “ '} 


a esi une constante. 


E 34 


Soiem deux spheres (Sj) el ($ 2 ) de rayons el R : 


(Rj < R 2 ), non concentriques. 


Theoreme de Gauss f Enonccs 
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L’espace entre les deux spheres est charge avec une 
densite de charge uniforme p > t). 

Trouver le champ en tout point M de la droite uM passant 
par les centres Oj et 0 2 , avec 0|0 2 = a. 


E 35 


ay Deux spheres concemriques de rayons Rj et 
Rt (R | < R 2 ) chargees respectivement en surface avec des 


charges Q et - Q. Trouver le champ electrostatique E ciee 
par les deux spheres. 

b) Que devient le champ E s: les spheres sont chargees avec 
les densiies ck charges cr et - o ? a est une constante. 


E 36 


Calculer le champ electrique E cre£ par un cylindre 

infini de rayon R a la distance r de son axe (A), Le cylindre 
pone une charge Q positive. 


E 37 


Deux cylindres coaxiaux infmis de rayons Rj et R 2 


(R | < R^) sont charges avec une densite de charge lineique 

A ct - A respectivement. Trouver le champ en tout point M 
de l T e space. 


E 38 


a) Calculer le champ electrique cree par l espace 
charge entre deux cylindres goaxiaux infmis de rayons R t 

et R 2 (R] < R 2 I- La densh6.de charge volumique^^^^^j p 


f'ntidanl# 1 


.com 
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Ext reices risalus d'£lectrmtaiiqw 


h) Re fa ire la me me question si 
co ei st ante. 


P 


a 

- , a est une 

r 


E 39 


I ) Calculer le champ cree par un plan infini charge 
avec u nc density sutfacique a constants el positive. 

2) Bn dgduire le champ cree par deux plans charges 
uniformement avec des den$it£s de charges opposdes a et 
- a en lout point sUue enlre les deux plans on a I 'extdrieur 


E 40 


Determiner 3e champ cree par un fil infini charge 


avec une densiie de charge K > 0, 


E 41 

Calculer !e champ cree par une sphere uniformemern 
chargee Avec la densite p > 0, en utilisant les equations de 
Maxwell, 


E 42 


Calculer a 1 ‘aide des equations de Maxwell, le 
champ cree par un cylindre infini de rayon R, charge avec 
une densite de charge p > 0. 


E 43 


Calculer le champ cree par un plan infini charge 
avec une densite de charge en utilisant les equations de 
Maxwell. 


The oreme de Gauss I Solutions 
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SOLUTIONS 1>ES EXERC1CES 


S 32 


Le systeme est invariant par rotation autour de tout 


axe passant par le centre O, done E(M I = E'(M ). Le champ 


esl radial el ne depend que de r ; E (M i = E U l - e r 



Surface equipment idle 


Figure 29 

* lignes de champ : elles sont radiales. 

* surfaces equipolentiellcs : des spheres de centre O, 

. surface de Gauss (S g > : une sphere de centre () el de 

rayon r, 

Appliquons le theoreme de Gauss : 

d> = JJ^ E dS G = E dS Ct car E II dS G 

d> = F. jj dS cl car E (r> = cte a r = cie 


d tiu 


*U = 


E » 4rc t 2 = 


YQ, 


el 


E == 


XQi 

j* 

47tf,r' 


^ETIMJP 
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Exetcices rdsolus d'itectrosmnque 


m 


* ) er cas : M a iimmeur de Ja sphere chargee : r < R 
(figure 30) 

: les charges qui se trouvent & ( imerieur de la 

surface de Gauss. 



Ptijur“ 30 


I Qj = J/J P w = P jjJ dV = pin r J jp = tie! 

doQ 


E = 


pr 


* 2 e cas : M a I'exterieur de la sphere ; r > R (figure 29) 

jQjSp.-JCR 3 et E = ,?5_ 
j ^ 2 

3 V 



Figure 3 \ 


Le champ E esl continu. 


Theorem? de Gauss ; Solutions 


fal 


S 33 



Figure 32 

Appliquons le then rente de Gauss, en prenant comine 
surface de Gauss une sphere de centre G el de rayon r : 


et E = 


0= |f E dS 0 = E . 4jt r * = 

J ^<3 

XQi 

totj 2 


2 IQ 


Les charges a linierieur d un element de surface de 
rayon r el d T 6paisseur dr sent : 

IQi = J/J p dV - p jjJ r" sin f dr d8 dtp 

= p J r 2 dr J sin tp dtp dO 


XQ;=4k P J r dr 


4 ETIHJP 


.com 
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Exereices resoius d'ctectraslaUqu e 


* l er cas : r < R[ 

a E iiHeneur de la sphere de Gauss, il n y a pas de charge : 
p = 0, 1 Q, = 0 ce qui dorme Ej = 0 

* 2 e cas : Rj < r< Rt 

£Qj = 4iipJ\ 2 d r = j-np(r^Rj) 


d’ou 



* y cas : r > R 2 (figure 32) 

X Qj = 4n p J I 2 dr = 1 n p (r^ - R'|) 
r 5 -> 

d'ou 


E 


3 



b) La density de charge p depend de r, p = - 

r 

X Qj - J P r dr J s * n 9 dtp J d0 = 4 ji J p r 2 dr 

d’ou 

X Q; = 4tc a J dr 

* l er cas ; r < R l 

p = 0; X Qj = 0 er E j = 0 

* 2* cas : R ( < r < R 2 

X Qj - 4n a dr = 4 k a (r - R j | 


el 


fhfal ftne tie Gauss ■' S&tuntms 
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■ _ a (r - R i | 


^ETltfJP 


E n = 


.com 


e o r 


* y cas : r > R? 


et 


X Qj = 4k a J dr = 4 tc a (R : - R ,) 


a |R 2 - R | ) 


f o r 


S 34 


On ne pout pas appliquer directemenl le theorfeme de 

Gauss, car le systeme n’csi pas symftrique. On suppose que 
la sphere de rayon Rj cst chargee avec la tnemc dcnsiie 

p > 0 s voir t’exercice 29). 

Calculons le champ cree par chaque sphere. 

* sphere (Sj) : 


M a Einterieur : 

_ P 
Ji 3c 


E ti = £- F ; E ! j = e | r ( voir figure 33 ) 


M & 1’extfcrieur ; 

pR, _ P R | ~ 

Ei- ® If 


le . 2 

3e„ r 


3f o r 


avec r : ravon de la surface de Gauss relative a la sphere 
de rayon R ( „ 

* sphere (Sj) : 

* M a rinterieur : 

; E 2 j ~ ^ 2t (voir figure 33) 


2i 3f 


o u 

* M a 1’exierieur : 


E 2 e = 


p R'i - p R i - 

— ■ “ e 2r 


3f V’ 


avec r" : rayon dc la surface de Gauss relative a la 


M 


Lx traces lesoius d'iiecirmtaaqitt 


sphere de ray an R2 + 

1 e champ cree par ! ensemble des deux spheres esi j 
E - Et - E, 

Me (A) done e| r = e2r se r (voir figure 33) 


ft 



+ + + 

+ + + + + ¥l% + + / 

+++++ +4+++ ++++ J 

;' + t^ + f^ + + + + + y 

t t* + + + 4 + + + + + f 
M /^X + + + 4 + + + + > 7 
■* x+ + + + + + +> 

■* ^ f j/ 

^ E V>^ I A i 

Figure 33 

* ]tr t lt!s : VI ^ f inteneur de S ; et a ]'sxtericur de S, 


P _^_ 
3 r 


pR 


T . 2 

3 E 0 r i 


2 C cas : M a lexterieur des deux spheres 
1 pR 2 P*j L 


E = 


e, 


l 3E o r " 3£ o f2 i 


3 e cas ; M a Tinteneurdes deux spheres 

E = -Eie r 

3E o 


M 

T\’ 


S 35 


a} 


r<Rj] E ( == 0 ; R,<r<R,: F - Q 

1 *■ i 

An e (j r' 


r>R 3 : E j = 0 


Theorem t de Gauss t Solutions 


b5 


bs 


2 

o r ; 

r < R ! : E, = 0 : Rj<r<R.,: £,= ——!■; 

E 0 r 2 


5 |R I ■ fy 

r > R — i-i - 

— i p 1 

E 0 2 


S 36 


tt s . I 


+ Q 

■+ 


-< — + 

+ 

+ 


K +Q 
^ + 


kC is 


$ 2| 


dS 3 


T S, 

d 5 J 
Ficure 34 




L'etude des symetries mom re que le champ 
electrostatique est radial 

* lignes de champ : dies som radiales 

* surfaces equipotent idles ; ee som des cyiindres d'axe 

(A) 

* surface de Gauss fS^jl ; e'est un cylindre de rayon r, 
de hauteur h H limite par deux surfaces S 1 et S 7 . 

Appliquoiib le theorems de Gauss : 


0> 


= jL gj y JL E <is 1+ jf ids 2+ |f s Eds 


S, ■ Si ' ” s 

<J> = jj E dS^ (voir I'exereiee 14} 


4>=JJ E dS 3 = E JJ 


IQ, 


dS, = E . In r h = 

S, 3 r £ o 
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to 


Exerrices resohis deiccirosiauque 


(E //dS^) et (E = c' e , r = c le ) 


On ure 


E. S«L 

2nrhE 


o 

* J er cas : r < R (figure 34) 

ZQ- = 0 ; Ej =0 

* cas ; r > R 

VQ.= Q;E 2 = 9 

2rtrhf ( 



Le champ E est discominu Iots de la traversee d line 
surface chargee. La traverses s’accoinpagne d une 
discontinuity O / avec Q = 2rc Rh g 


S 37 


D’apits k thforfeme de Gauss : 

_ IQ. 


Ircrhe 


o 


* l er cas ; r < K | 

iQi-OsE^O 

* 2* cas : R t < r < Rj 

iQr/ 

* 3 C cas : r > R? 


Xdz = ).h ; E, = 


2kti (] 


Tflt'Orc/tiC df (nJiiJi ' 
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£Q. = X,h -),h = 0 ; E 3 = 0 




Z 


+ 

a 

+ 

+ 

i 

+ 

+ 

l 

+ 

+ 

1 

+ i 

+ 

l 

+ 

+ 

1 

+ 

+ 

1 

I 

+ 


l 

+ 

+ 

| 1*1 

y 


Figure 37 


D 'apres le iheorcme dc Gauss : 



2itrh£ D 

La synkiric est cylmdriquc done 
I9i = JH p dV - p in r dr (ifi dz |p = etc t 

= pjrdrj fi dej fl dz 
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Exercic gj tesolus dWtarosteugue 
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XQj = 0;E,=0 

* 2 e cas : K f < r < R *, 

y Q, = 2reph J^ r dr = p ji h (r 2 - K 2 j 


ei 



# 3 C eas : r > 

X Qj = P h "r dr = p jt h (r 2 - R 2 ) 


P ' K j 


b) 

p r < R ! ; E, = (I 


- R, <r <R, : = — 

* 2 e o 



* r >R 1 :E 1 = i 

* J r 
^0 


Pi: K i) 
r 


S 39 


Invariance par translation parallels au plan charge ; 


E est Je meme en tout point du plan parallels au plan 
charge (P). 

Irenes de chumps : son | nurmales au plan, done 
paralleJes enire elks. 

* surfaces equipment idles ; sont des plans parallels au 
plan charge. 

Surface de Gauss (Sq) : cest un parajldepipede qui 
coupe le plan (Figure 38), 


Theot erne de Gauss Solutions 
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E est perpend icuiaire a dS-, dS 4 . dS^ et dS^ douk 
flux est : 

d>=Jj EdS G =Jj s EdS t + JJ s EdS : = 


ES, + E$. 


2ES = 




avec S | “ = 5, d'ou enfin E = el E = ± — k 

^ £ 0 ~ £ i) 


E esl uniforms dun rnenie cote du plan charge. 

Nous pouvons choisir commc surface de Gauss, autre 
que le paralldepipede, un cylindre de rayon r el de hauteur h 
com me le montre la figure 39. 
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Ejcercices rtwitis dWearosiaiique 


- 0 . 




E dS - HS , + ES^ = 

S* 1 2 e 



2ES 


nous avons en effel le meme resultat. 

2 ) 


- a 


iw 


+ +-* 

& 


+ 

E= 0 + 


E = Ei + 


F - 


Figure 40 


E, = E, = 


0 

2e, 


E^n 


Ej i champ cr£e par le plan {- a) 
E 2 : champ cree par le plan (+ ct) 

S 40 



The&rcme de (.ttiUSS ' 
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Invariance par rotation autour dn fill done , 


r {Ar 


E (A ) 


invariance par translation parallcle an lil. t: e s| d° nc 
constant 

* lignes de champ + sont radiales, 

* surfaces equlpotentielles : sent ties cylindres daxe le 

fiL j 

. surface de Gauss (S G ) : c'esl un cyimdre de ravon r 

de hauteur b et d axe le fiL 

* = JJ EdSa= jj EdS3= ESj= E . Irir h 
JJ S C3 * S, 

IQi _ Ui 


et 


n 


E = 


0 


X 


2tcte 0 


Nous avons en effet, le metric resultat t|uc I exercice _ . . 


S 41 | Le champ E est radial, V Equation : 
dh 1 E = — 

e p 

s'dcriL en utilisant les eoordonnecs spheriques 

1 3 f r 2 E 1= £- 

2J~t V rl e 0 

• t tr cas : M a fexLericur de hi sphere 

■ 

& rexl^rieur il n'y a pas de charge p - 0 d div E = 0 

r 

* 2* cas : M & Tinierieur do la sphere 
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h xet cues t esolus d^iectrosiaiii/uc 




P 

£n 




_ Pf 


r J 


3e, 


+ C 


cherchons Je& consumes C ; er C\. 

Le centre Q est un centre de sy metric, le champ v est nul 
d H ou 


lim E r2 = {l el C, = 0 
r — t- 0 
final erne m : 



La surface n est pas chargee, le champ est commit a L 


point r = K 

E f 

i(RI=E r2 |R| 

done : 

£i 

_P R r pR' 

♦ ^ j 

R" 

*0 3£ 0 

et 

E, 

_ PR 1 

r ] 

3E 0 r 2 


Nous avons le meme resullat qu’a I’exercice 32. 


S 42 


r < R 


c _ P r . 

1 ~ 2il ’ 
0 


r > R : E, = -PB1 

2 ~ e O r 


ThJoremt dv Gauss •' Solutions 
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Soil un plan charge se irouvant dans le plan Gxv a la me 
2 = 0 . 

Par raison de symetrie ivoir 3 exercice 39 r. ie champ est 
dinge suivam Laxe Oz. Les sens dm champ som opposes de 
chatjue cote du plan. 

Pour z > 0, Equation : 

div E = 

e 0 

s'ecril : 

— - = 0 
dz 

don 

E]=C, 

Cherchons la constants Cj 

A la traversde d une surface chargee, 3e champ est 
discontinue La composante norma I e du champ subii une 
discontinuity de o f f 0 (voir Texercice 3b 1. Done, lorsqu on 

traverse le plan <des z > 0 vers les z < 0) le champ subil la 
discontinuity : 


^ETIMJP 
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AE = Ei - = n 


Le champ est uniforme, d oii E 2 = E[ = C, ei 
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Exerace. s ttsolus d ^fectrusiatique 


2E, -2C, = — 


ftnaletnent ; 


Potcniiei cleanque Enonc^i 


15 


IV. POTENTIEL ELECTRIQUE 


ENONCES DES EXERCICES 


IV. 1) SYSTEME DE CHARGES PONCTUELLES 


1 ^ 44 Trois charges q A . q B et q c se trouvent aux sommets 
d un rectangle de cotes a et b. Quel est le potent iel au 


sommet D de ce rectangle? 

A 


B 


a 


* 





D 

— 

1 

x> 

1 

C 

— ► 


Figure 43 

IV. 21 DISTRIBUTION DE CHARGES 


k ^ Calender le potential dlectrique eree en un point M 
quelconque de 1'axe Oy par un segment charge de longueur 
2a, place parall Element I Faxe Oy a Fabscisse x = - L L axe 
Ox passe par le milieu du segment. La densilS X est 
constants 

A y 

-- M 


O 


Figure 44 
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Exenices r? solus ti'ilectrosiuUcfue 


On (J urine : 

J ~ r^'- ~ = Log (z + V I +■ z~) + r ,Cestune constant 
Vl + z" 


E 46 


Un disque infinimenf mince de centre O et dc rayon 
R est charge avec une density surfacique a positive et 


consume. 

1 ) Caiculer Jc poitmiel cre^ par ceuc distribution en un 
point M de son axe. 

2 ) En d edit ire !e champ electmstmiquc. 


E 47 


M de J espace. 


Deditirc de fexercice 33* b. ie poientid en loui point 


fi -is 


Dediiirt de lexercice 35, h, le polemic! en loui point 


M de Ee space. 


E 49 

*— Dedrnre de Eexerdce 3b, le potential en torn point M 

de l espace. 


i 


c 


E 50 


De 1'exercice 3K, b, determiner le potentiel en torn 
point M, saehant que le potentiel en un point de I’axe du 
cylindre est V 0 . 


E 51 



O 


x 


■Figure 45 


f\nt t tuie , l ciectnquc ■' Enonces 


77 


eleclriquc en un point M de 1’espaoe I i mite* par deux plans 
parallels, distants de d. com me !e montre la figure 45. En 
deduire le champ. 


i 

!! 
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Excrckt a resohti (Ttfcctrosiangw 


SOLUTIONS OES EXERCICES 


S 44 


v = — - [ q ji + ijg + — ?A. | 

4lte 0 3 b Va 2 + b 2 


S 45 



Prenons autour du point P un £idmem de longueur dl = dy 

M (?) ; fy) : 7 “™W 

Le potential cre£ par la charge dq - X dy au point M est 

I f X dy _ 1 f + a X dy 

J r * 4JI J- a ~T 


V(M) = 


4ft f 


n 


0 


> 1 + (y - yT 


Posons y - y' = z , dy = dz 
On obtient : 


V(M) 


J ( a } 

4 TT 3 * . 


X d?. 


4ne 

1 

4 n t, 


c "' y Vl +z 


Log 


a - y r +_^ 1 + (a - y 1 ) 

. S, : — 


.. 2 


Paicrtiwi electriqtte ■ Sptuiians 


19 


S 46 



La charge dq = 0 dS. cree en M situe a la distance ? dc Q 
sur I’axe du disque le potentiel : 

dV= J_ i ^ 

4ne 0 r 4 jte 0 1 


1 apdp.dft 


4ice 


o 


r= Vp* + z 
On obtient aiors : 


<jv = ® ~ pdp - de 


4 JT E, 


V? + 2* 


Le potentiel cree par la charge pon£e par tout le disquc : 


V = r _ f 


pdp 


0 V p “ + z~ 


p* 

j ae 

J o 


0 

2 e 


F~ 2 : 

V P + t 


o 
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Extrcices rdsolus d W ectro si a uq ue 


■ 



2) Par raison ck- sy metric, !e champ total E esi pone par 
I axe OZ. Son module nc depend pue de la distance z. La 
relation E = - grad V deviem : 


E=^=-5 
dz 2 £. 




{ 


2 


a 


VR" + z~ 


I - 


= ± 1 


VR" + z 3 


2 £, 


Vr- 


+ z 


pour z > 0 


pour z < 0 


30. 


On obiient evidemment le meme results qu‘a lexercice 


S 47 


Le champ E e^t radial, il ne depend que de r, La 
relation E = - grad V s'ecrit aJorii : 

^ = dr el Vl r ^ = / ^ (r) dr + Qe 


Potent f el Siectrique / Solutions 


8 ! 


r > R 


V 3 =jE 3 dr + C 3 = -J^^lJdr + C3 

_ a | R 2‘ R ll + c 


£ 0 r 


c 0 r 


A rinfim, il ny a pa$ de charges : 
r — V^— >0 et la constants d' integration Cj = 0 

On a alors : 


v _ a ( R : ~ R i ) 


V 


R j < r < R t 


I 1 f a (r - R,> 

= - J dr + Ct = - J — dr + 


e o r 


a R , 

= - — Log r - — -r C 3 


v 


e o r 


Le polemic! est coin in u pour r = R 2 ; on a done : 
V 3 (R 2 ) = v 2 m 2 } 

aR 


.JVR,)_ ^ 

t 0 H n 2 


e () Rj 


el 


C 2 = — j! + LogR^j 


o 


finalement 


V, = - — 
e O 


R] 

at . 

— + Log r 
r 

+ — 1 + Log R, 
L o 1 J 


* r > R| 


= / E , 


dr + C j ~ C | 


I 


i 




le polemic) est cominu pour r = R |p done 
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.com 


82 


Exercises resotus detectrostaiiqtrt 


V 2 (R|) = V, (R| l cl 

V, = C, = - jlx)gR 2 -LogRi] 
E 0 



*r<R,: Vj-fjRj-RjJ 


La relation E = - grad V s ecrit : 

E = - t- d V (t) = - 1 E (r) dr + C l€ 
dr J 

• r < R : \\ =C te = q 

* r> R : 

V-=- |V dr + C-, = - =-^- 7 -Eog r + C 2 

2 J 2 ji £ 0 hr 2 27 cr 0 h 

Le polemic! tie peut etre mil a t infini, il y a des charges a 
Linfini. On n'a pas d'autres conditions pour determiner les 
constants d' integration, Le potentiel V(r) reste alors 
inddtermind, on ne peut d^finir qu’une d.d.p, Entre deux 
points M, et M : a line distance r t et r 2 respectivement de 

1 'axe, ia d.d.p est : 


S 49 


f v| "- l d v 

J V(M.) 



Q _ 

2 *e 0 6 



CT * 7 

= — R Log — 


(i 


) 


V 


l M 2 )- v ( M .)=r: RLog f i 


Potentiel elcanque ■■ 


R3 


$ 50 


r < R j : V i = V 0 


*R j<r<R 2 : 


y = — , - r + R | Logrl + — R ^ j l - E°£ R ij + ^ n 

2 pj £n 


r > R' 


Vj --ip; *£M-' + u,eR -] 


+ — Rjl - Log R jj + v o 
E o 


S 51 


L' equation du poisson est : 

av + £- = o 

£ 0 

p = 0 et AV = 0, c'est 1 equation de Laplace. 

Par raison dc symeirie. le potentiel ne depend que de z. 
Liquation de Laplace devient ; 

2 

P V = 0 V = a 7 + h 
s 2 

V 1 

a et b sonl des cons tan tes, 
pour z = d ; on a : V = 0 el ad + b = 0 

pour 7 = 0 : on a : V = U et b * l 1 
el [expression du potentiel est : 

V = .Hz + U 

d 

Le champ E est suivant Laxe 0 Z (voir ! exercice 39}« 


} on d£dui 
et a = - 1 


deduit b = U 

= - U / d 


Liquation E - * grad V devient . 

av c _ U 

E ~ T~ d ‘ ~ d 
dz 
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b u'r-, 7i fj rcsolus d electrostauque 


, 

V. CONDUCTEUR EN EQU1LIBRE 
ELECTROSTATIQUE 


ENONCES DES EXERCICES 


E 52 



Soieni irois conductors A h A 3 et A 3 en equiiibre 

elect mstatique, Les lignes de champ som representees sur la 
figure 49 . 

I) Comparer les potemiels V j , V 2 et V 3 et pr£ciser leurs 
signes. 

2 1 Peui - tin avoir les lignes de champ qui commence m en 
Ai el qui partem vers Tinfini 7 

3) Quels som les conducteurs qui portent sur Icur surface 
en meme temps des charges positives et negatives ? 


E 53 


1) Une sphere conduct rice fS,) de rayon R i esi 
ponee au potentiel V, >(J Calculer sa charge Qj, 

2 ) On isole ( S ! ) tie la source de potentiel, puis on 


Cimduewur en equiiibre ■ fjrtome jr 
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Remo tire d une autre sphere (S 3 J T iniiialemenj nc Litre , isulee 
et concentrique a fS l ) de rayon interieur et exterieur Rj- 
Trouvcr les charges toiales des deux spheres et les charges 
ponees par les faces de (S 2 ). 

3) On relie mainlenam (S 2 ) an sol. Que deviennenl les 
charges loiales de (S;) el de (St) ainsi que les charges 
portees par les faces de ( S 2 1 2 


i ^ ^ Une sphere conductrice pleine (S^j a pour rayon 
esi portee au potentiel Vj. Une deuxierne sphere (Si) 
conduc trice et c reuse, esi concenmque a fSj'L a pour rayon 
Ri > Rj . (Si) est portee au poientfel V : 

1 ) Conner les expressions de la charge Qj de !a sphere 


(Sj ), de la charge 



portee par la surface interieure de 


{Si} ct de la charge par la surface exteneure de (S 3 ). 

2 ° En dedmre les coefficients de capacite ct d 'influence, 

3 ) Que se passe - t - ll si on pone les deux spheres ati 

meme potentiel V 2 ? 


r'eV-'ft 

On considere les trots spheres conductnccs 
concentriques S h S 2 et S 3 , d’epaisseur negligeable el de 
rayon Rj R 2 et R 3 TR 1 < R 2 < R 3 )- et S 3 soul reliees a la 

■ pi * 

masse, $ 2 pone la charge totale Qi - Q 2 + ’ avcc ^2 

la charge de la face interne de Si et Qi la charge de la lace 

exteme de S 2 ( Q 2 * 0 , Q 2 * fl )■ 

1) La sphere Sj sera - 1 - elk chargee ? Pourquoi ? 

2) Trouver la charge Qj de S j , la charge de la tace 


E 55 


interne de S 3 et la charge Q 3 


de la face externe de 


Si en 
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Exercices r^solus d tiecirostatique 


3) QueJ est le potentiel V? de la sphere S 2 ? 


E 56 


Une sphere conducirice (Sj) de rayon R ( porte tme 
charge Qj, Une scconde sphere conducirice (S 2 ) de rayon 
R 2 porte une charge Q 2 . Les deux spheres soru 

suffisamment eloign£es pour qu’on puisse negliger les 
ph£nomenes d "influence. 

I) Determiner le potentiel de chaque sphere et leur 
energie W () 


2) On relie les deux spheres par un fil conducteur. Que 
deviennent leur potentiel et leur Energie ? 

3) Calculer le rapport des -champs ^lectriques Ej et E 2 
existam a la surface de ces spheres. 


1 


E 57 


Un condensaieur cylindrique est consume de quatre 
cylindres coaxiaux h (Cjh (C3) et (C 4 j, dont les rayons 

sont R 1 < R 2 < R3 <R 4 , res peel ivetnenl. On prend comme 
armatures, d une pan (C>) et (C3I reunis et d autre part (C ] ) 
et (C 4 ) reunis. Calculer la capacite de ce condensaieur. 


E58 


AG- 


A 


V 


BO 



Figure 50 


1 ) Determiner la capacity equivalenie du groupement de 
la figure 50, 

2) Pour ciiacun des condensate 11 rs, determiner la charge 
et la difference de potentiel. 


Conduae ur gn iquitihrc 1 Etionccs 
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\ 


^f_E59j i ^ Determiner la capacity equivalente du groupement 


de la figure 5 I. 



Figure 51 
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Exerctces resotus d'^leclrostalique 


SOLUTIONS DES EXERCICES 


C 

" 1} Les lignes de champ satisfom aux conditions 

suivantes : 

a - les lignes de champ sont norma I es a la surface des 
eonducieurs. 

b - Elies voni des charges positives vers les charges 
negative*. 


c - Le polemic! dec roil le long des lignes de champ, 
d - L ; ne ligne de champ ne sc refenne pas stir un meme 
coriducieur. 


V,>V, 

V V ! 

v,>v a 

V, <0 

v 3 >0 



J«i V3>V,>V, (D 


— > d apres la condition 


c ■ 


V 2 < 0 — * d 'apres E'megalite CD 

2) Si les Jignes de champ partem vers I'infinL le potentiel 
V 2 sera posiiif, ce qui est en contradiction avec la premiere 
question. 

3) D H apres la condition ■ b seul le conducietir A| porte 
des charges positives et negatives. 


S 53 


1) 


V, = 


4 tce 0 R j 


ddd Q 1 =43tE 0 R 1 V l , Q j >0 


Conduc leitrs en fyuiiibre t Sohitipnx 




I i 



Figure 52 


Qi : charge totale dc Sj. 

Qt ; charge totale de Si. 

i 

Q , ; charge de la face interne de S 2 . 

hi 

Q t : charge de la face exteme de S 2 . 

Q 2 =Q 2 + Q 2 

influence totale ; 

Ql = "Q t ' Q2 <0 

initialement neutre et isolee, la charge se conserve ; 

Q 2 = 0 

q^=o = Ot + Q 2 el Q 2 = "Q2 = ^ p Q 2 ^ ^ 
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Exerctces rcsoius d^lecirastatufut 


■ 


3) 



Figure 53 

La sphere Sj pone toy jours la charge Q E 
La sphere S 2 esi reliee a la masse, done 0 

Influence totaie ; Q,= ^Q 1 , Q n <0 

Q : = 0 2 + Q 2 d oil Q 2 =-Q |t Q 2 <0 
La sphere (Sj) devient chargee. 



i 


v., 


Cotiducteurs en equihhre ■' Solutions 


91 


Vj ; 3e poientiel de la sphere S| esi ceiui du point O 


v, = V(o) = 


4re r, 


Q t Q 2 + 0 2 
rT + 


R 


& 


VS ; 3e potentiel de la sphere S 2 s’obiient com me limile 
du poientiel a lexterieur des spheres lorsque r — > Ri : 


V 2 4jrE . 


i Q i + Q 2 + Q i 


o 


R 


> 


Influence lotale : Q ( - Q 2 

d o ii : 

V 1 Q 2 
2 4jt£ 0 *2 
el fmalement : 

Q 2 ~ ^ ^ ^2^2 


I 

Q, - Qi + Qi 

x 

_ Q ! 

I 

1 

ire e 0 

R, R, 

4ret 0 

*i 

r 2 


+ V. 


On oblieni : 


R R 


2 ) 


r,r 2 


= C,,v j + c l2 v 2 = 4tt £ (]£77-jM v r v :i • 


2 I 


q 2 = C 2 i v , + c 22 v 2 = Q 2 + Q 2 

R,R 


- -4jte 


12 


( >R,-R 


(V , - V,) + 4ree (l R ,V, 


Q, 

C M = avec V 2 = 0. C M = 4ree 


R,R 2 


n R, - R 


>0 
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Exemces risotuj dWectrosiatigue 


V = V 
v 1 - v 2 - 


Q 


4ne 0 Rj 4ic t\ R 


a JV 2 


■ R. 

q, = q 2 r: 


Remplafons © dans CD t op obtient 


R 


Q, = (Q, + Q 2 ) g Jl! el Q 2 , (Qj +Q 2 , *2 


iJ sknsuitquc; 


R I + R^ 


v .= 


Qi + Q 


4 *€ 0 (R,+RJ 


leur energie : 

w o= 2 -[ v 'iQi + v 2 Q 2 

et fina Lenient : 


V 




W - 
w 0 - 


|Q| + Q 2 


8jte n | R t + R z| 

3) 7'heoreme de Coulomb : 


c ° i a 3 

E, “ — et = _? 


*0 E o 

Ui s P h6res s «ni slides done : V, = V, a R, a, = R,<j, 
d’oLi en fin : 


Ej o, R 

E 


_1 _ ^2 

°? R * 


Si Rj <R, ; E, >E 2t 


CtfnJucJejjrJ tfu gqaMfr'f f Sola turns 
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S 57 


iA) 




' R 


R / 




■O' 




r,< 


Jc- 


Q 

C/ 


Q- 




c; 


Figure 56 

Le cylindre (C s ) pone la charge - Q (C 2 ) pone In charge 
4* Q par influence toiak. 

Le cylindre (C 3 ) est charge avec la charge + Q\ (C 4 .i 
pone la charge * Q'. 

L p ensemble C l et est une armature de potentie! ; 

v c, = v c, 

e! de charge - Q - Q'. 

De meme pour C 2 e! C 3 : 

V C = V c 

et la charge est Q + Q 1 

La capacity du condensate ur ainsi tonne est : 

_ Q + 0 


C = 


v Cl - v c 3 


Cherchons alors 

Appiiquons le theoreme de Gauss ; 

* R3 < r < R 4 : 


E = 


Q 


2tc e (5 hr 


E = -gad V 


d’ou 


G R 4 

V c,‘ V C,“ b-ir c >i L ° e 1? 


4 ETUSUP 


.com 
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Extrcices resolus detect! osinitque 


C, 2 = ?! avec V|=0, C,j= -4K£ 0 p-fi- 

'2 2 


R,R 


<0 


Cl, = y- avec v 2 = °- C I1 = 


R]R 2 


_ Ci2 


c =‘| "= v r», c 2= 4 "»r^, >0 

On verifie facilement la relation : C|j + C l2 = 0 
(influence rotate), 

3) Le potent! el est constant h Hmerieurd un conducteur. 
On peut done considerer les deux spheres comme un seul 
conduct eur en equilibre et charge sur sa surface exterieure 


a vet !e charge Q : 


V,= V( o) = - 


Q 


4k E 0 R : 


et Qi = 4 k £ p R 2 V 2 
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I) 



Figure 5? 

Q 3 =Q, + Q3 

Q 2 ^ Qt + ^2 

S] est chargee a cause du theoreme des elements 


Conducteurs en equilib re ■ 
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2) Par influence totale* on a ' Qi "^2 et * 
$ ? est relive & la terre d oil Q3 = 0 


-Q. 


3> 


^ r 4n, 


1 

4lt E 


Q r +Q 2 + Q 2 + ^_3 + Q 3 


R, 


r 3 :j 


q 1 + q 2 + Q 2 + -Qi 


R 


R 


V * = 


q 2 1 _ _l 

4k e n ^3 

v L 


S 56 


U polerttiel de !a sphfere (S,) : 

Qi 

v, = - — - 

4he 0 R, 

Le potentiel dc U sphere (Si) • 

3_ 

4ne„R 2 


V 2 = 


Rke, 


qJ + °? 

R, R 2 


2) Apres 1c contact, la somme de leurs charges reste 
constante. 

q', et Q 3 sont les charges dc (S y ) ct ($ 3 ) aprex le 
contact Qi +0*2= Qi + Q l ® 


Leur potentiel esi le meme : 


^ETIMJP 
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Extracts rtwlux d'electrasiauque 


Encrtiie ef forces .■' ErttmUs 




VI. ENERGIE ’ ET * FORCES 
ELECTROSTATIQUES 


ENONCES DES EXERC1CES 


j • jS Un condensateur est forme de deux armatures planer 
horizontales circulates, paralleled entre elles, de rayon R el 
disi antes de e. On charge le condensateur au moyen d un 
generateur de tension LL 

1) Cal cider la charge Q prise par le condensateur. 

2) Determiner l 1 energie W c emmagasinee par Se 


condensateur 

3) Quelle est la densite d energie W t En deduiie 
I'imensite E du champ £lectrostalk|ue. 

4) Determiner lenergie W G foumie par la source. 

5) Chercher la force F qui s’exerce entre les armatures. 


E 61 


On considere une sphere de centre 0 el de rayon R, 
chargee avec une densite volumique uniforme p. Calculer 
l energie electmstaiique. 


E 62 


Soil une sphere conducirice de centre O t de rayon R ( 
chargee avec la densite o. l-e plan AB divise eettc sphere eu 
deux calottes. 

1 ) Calculer la force dectrostatique F qui s’fexer ce/sur les A 
2 calottes. 

2) Le plan AB passe par (X calculer la rtouveUe force f . 

v - j Xi . — 1 

x- A' 


^ETIMJP 
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Exercices resoius d clectros unique 


■ R , < r < Rt : 


EL 


E = ^- 
2ne () hr 


- V, 


Q 


R 


2 te E^h 


U, ®tT 


v -V - v - ^ 

2ji Eq h ItcEqH 


R, R, 

Log ^ Log 

K *v K j 


Q + 0 


2 tt e 0 h 


I 


\ 


Ce qui donne : 


C - 27CE (t h 


\ 


R i R ^ 

Log — Log 


I 


R | Rn 

C = C] + C 2 , le syst&me est Equivalent a deux 
condensate uts eii parallels- 
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1) 



Fie lire 57 


ConductCLtrs entguihitre Soluitons 
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|C) +C 2 jC 3 
L AB- C] +C 2 + C 3 

2) On a : = Qi + Q; 

Par aiileurs 

Q, + Qn Qs $3 


V = 




c t + Cl C 3 ( A p 


el 


Qv= v.c 


AB 


avec 


pi-^a Q,«Q.*Q: 


On irouve : 


Q,= 


C, 


C.tC 


Qx 


AB 


La charge pern cure ire s ecrire 

C, 

Q -<vV'- c 

II en esi de m&me tie 
C 


Qi “ 


l 


1 C l + C 2 


V.C 


AB 


Q, Q 2 

V A’ V D”q'C ; 

9 % 

V n- v B = q 

V -V„ = — = V 

A B c AB 
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c 3 c 4 

AB" c, + C, ' C, + C 


C,„ = 


c,c 2 


+ 


.com 
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Exercira risotus dWecrrosiatique 


SOLUTION DES EXERC1CES 
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1) 


L! 


doll 


Figure 

£ 0 S 

Q=C.U=_?_.U 

e 


R* 

Q = y ■ — .U 


ezzizr^ 


i- 

s = h k- 


3) 


I ^ f ,2 1 e (F R ' ([ 2 


W c = -C.LT,W c = 5 


it 


w 


w, 


t : volume de lespaee inter - armatures : 


T = n R“ . e 


i /in** i 2 Lf 

W 4 £ 0 7 el Wm J*0 E d’ou E=^ 


4 ) Wq = Q . U = 2 . W c 


£ 0 kR~ 2 

W r = .it 

(.J fM 


Encr^i? ei forces ■' 


101 


5) 


T*7 

V* 


4 ♦ + ++ + ♦+ + + +i 

F r 


Figure iS 


w cW“i’V- u 


U ; const ante 


F = grad W c = j- (W^e, 


F„ = 


I ejiR'U 


x ■*) 

X" 


pour k “ e 






e 


S til 


w 4 J. 


dT 


p V di = i- f e 0 E" 

2 * volume charge - espace 

Le champ et le po ten tie! crccs par one sphere 
irnifo moment chargee : 

r>R : E, = ; V, = — * 


3e„r- 




p r . p R 

r<R : - T— ; V*, - — 


3£ 


0 


2t:, 


W~ 


>J 

- J volume chargd 

= 1 f R p . pJ^I 

2 Jo P 2e 0 


0 

pV^dT 


I - — 

5 

3a 


3a J 


. 4rt r dr 
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Extracts rdsolus d'ilectrostatigue 


W = .1 — nR 5 
15 E o 


I f 2 1 fR 2 ] f« 2 

w=i-j £ 0 E-dT = I e 0 E;dT + I-J e 0 E'dt 

espace * u ^ K 


W = -i 5 -jeR ? 
* e o 
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I) Un Element dS en M esi sounds it la force de pression 
^Jecirostaiique : 

2 2 

■* -* (j 

dF - — dSn avec p = — > 0 

2e t3 2 e {) 

dF est normals a dS et dirig^e vers I’exterieur Le 

systdnte des forces electrostatiques pre semes la svmetrie de 
revolution autour de 1'axe Qz> la r^sultante est portee par 
I 'axe Oz el tend a dloigner les 2 calottes : 

F= Fk . F = jJdFj, (F > 0) 

CT 2 O 2 

dF,- f ,- — dS cos a = - - dS 1 

z 2 e„ 2 e 0 

dS' est la projection de dS sur AFL 

S’ est la surface du grand cercle qui limite une calotte de 


Energy ei forces Solumns 
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F- 


o 

2 l 


$ " s - 1 


n fR sin 0) 


F = nR'an* 1 0 

2) Le plan AB passe par CL done : 

2 2 

k _ a ?tR‘ 
e = et F = _ 

2 2 e, 


■0 


Le potenti el 

v=_Q_ = aR 


4w () R E(( 


alors : 


F = 


* £ 0 V 


f 

f 


) 


t 
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